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El fenómeno de estabilidad de voltaje y en especial el caso de colapso de voltaje, ha sido 
observado y analizado extensivamente en las últimas décadas. La gravedad de las 
consecuencias de este fenómeno ha motivado a un gran número de investigadores a 
desarrollar métodos analíticos que permitan conocer las causas y la forma en que se 
desarrolla, con el fin de plantear nuevas técnicas para el planeamiento y la operación 
segura de los sistemas de potencia. 
 
En este trabajo se analizan las ecuaciones nodales del flujo de carga, presentando los 
mecanismos mediante los cuales un nodo del sistema alcanza condiciones de 
inestabilidad  de voltaje. Se presenta el concepto de Superficie de Soporte de Voltaje y, 
en base a este, se definen diferentes índices que permiten detectar la proximidad al 
Punto de Colapso, PoC. Se encontró  que,  mediante el cálculo de una impedancia 
equivalente que es aproximadamente igual a la impedancia de la carga en el PoC 
(condición de máxima transferencia) se pueden determinar con muy buena aproximación 
las condiciones bajo las cuales un nodo pierde las condiciones de estabilidad. Se 
presentan dos métodos para el cálculo de esta impedancia equivalente: Equivalentes 
Thevenin multi-puerto y emparejamiento de la impedancia Thevenin y se propone un 
método local de emparejamiento de la Impedancia Thevenin equivalente en el PoC 
donde solo se utilizan medidas disponibles en cada nodo. 
 
 
Palabras clave: Estabilidad de Voltaje, Circuito Equivalente Thevenin, Ajuste de 
Impedancia Thevenin, Equivalente Thevenin Multipuerto, Mediciones Fasoriales 
Sincronizadas, Detección de Inestabilidad    
 
 
X Identificación Local de Colapsos de Voltaje 
 
Abstract 
The phenomenon of voltage stability especially voltage collapse case, has been 
extensively observed and analyzed in the past decades. The severity of the 
consequences of this phenomenon, has led to a large number of researchers to develop 
analytical methods to determine the causes and how it is developed, in order to propose 
new techniques for planning and safe operation of the power systems. 
 
In this research the nodal load flow equation are analyzed, presenting the mechanisms 
through which a node of the system reaches voltage instability conditions. It introduces 
the concept of voltage support surface and, based on this, different indices are defined to 
detect the proximity to the point of collapse, PoC. The result of this research showed that 
calculating equivalent impedance, which is approximately equal to the impedance of the 
load in the PoC (maximum transfer condition), the conditions of a voltage collapse can be 
approximately determined. Two methods for calculating the equivalent impedance are 
presented: multi-port Thevenin Equivalents and Thevenin impedance matching. Finally, a 
local method of Thevenin impedance matching in the PoC is proposed, where only 
available measures at each node are used. 
 
Keywords: Voltage Stability, Thévenin Equivalent, Impedance Matching, Mutiport 
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El Flujo de Carga es una de las herramientas más usadas en la actualidad para análisis 
de sistemas de potencia. Cada año son presentados nuevos resultados en esta área, lo 
cual refleja la complejidad del problema. Los esfuerzos de los investigadores pueden ser 
divididos en dos áreas: (i) el desarrollo de herramientas numéricas para resolver las 
ecuaciones del problema, (ii) la comprensión de algunas propiedades analíticas de las 
ecuaciones. Estas dos áreas se complementan mutuamente. El mejor entendimiento de 
las características analíticas de las ecuaciones de flujo de carga conlleva algoritmos más 
eficientes. Así mismo, el comportamiento de los procedimientos numéricos utilizados 
paras resolver estas ecuaciones ha motivado la investigación teórica de algunos 
fenómenos del flujo de carga [1]. 
 
Las propiedades analíticas más importantes del problema de flujo de carga son la no- 
unicidad (multiplicidad de las soluciones) y la existencia o factibilidad de una solución [1]. 
La factibilidad es la condición del sistema de potencia bajo la cual es posible un punto de 
operación estable. En este caso,  la estabilidad del punto de equilibrio es la propiedad del 
sistema de potencia definida por las restricciones en la inyección de potencia en un nodo 
bajo las cuales el punto de equilibrio es estable [9]. 
 
El Flujo de Carga se representa mediante un conjunto de ecuaciones simultáneas no- 
lineales, la cuales pueden presentar múltiples soluciones [1],[2],[3],[4],[5],[6],[7],[9]. Estas 
soluciones representan puntos de equilibrio para la operación del sistema que pueden 
ser estables o inestables [8]. Generalmente, las soluciones inestables se explican cómo 
puntos de equilibrio que son posibles analíticamente, pero imposibles de presentarse en 
la operación normal del sistema de potencia. Más allá de una simple curiosidad 
matemática, es claro que estas soluciones representan estados de  leyes físicas (en este 
caso las leyes de voltaje y corriente de Kirchhoff) y, por tanto, el sistema debe alcanzar 
estos puntos de operación. La existencia de múltiples soluciones tiene profundas 
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implicaciones en problemas relacionados al flujo de carga como Flujo de Carga óptimo 
(OPF) [11], la Estabilidad Dinámica y Transitoria [8], y la Estabilidad de Voltaje [7].  
 
Se ha mostrado que en la medida que el sistema evoluciona hacia condiciones de 
máxima carga, el número de soluciones disminuye, hasta llegar al punto de colapso 
donde solo existe un par de soluciones muy similares [7]. En estudios de Estabilidad de 
Voltaje este punto es conocido como el Punto de Colapso (PoC) y ha sido un motivo de  
estudio entre los investigadores de sistemas de potencia durante los últimos 70 años.  
 
La Estabilidad de Voltaje se refiere a la capacidad del sistema de potencia para mantener 
voltajes estables en todos los nodos cuando es sometido a una perturbación. El término 
Colapso de Voltaje se refiere al proceso por el cual la secuencia de eventos que 
acompañan la inestabilidad de voltaje provoca un apagón, o voltajes anormalmente bajos 
en una porción significativa del sistema. La estabilidad de voltaje es uno de los 
fenómenos más complejos en la operación de los sistemas de potencia [1] y se ha 
convertido en una de los temas de mayor importancia en la planeación y operación del 
sistema. En una situación de inestabilidad, el voltaje decae monotónicamente en los 
minutos siguientes a una perturbación. Cuando el descenso del voltaje es demasiado 
pronunciado, la integridad del sistema se degrada por la actuación de equipos de 
protección que desconectan líneas, generadores y equipos de carga. Esta degradación 
progresiva produce eventualmente un Colapso de Voltaje. Los factores que más 
contribuyen al fenómeno son [19-20]: 
 
 Sistemas altamente cargados. 
 Fallas es los equipos del sistema (líneas, transformadores, generadores). 
 Reservas inadecuadas de potencia reactiva. 
 Cargas con recuperación de potencia activa ante bajos voltajes. 
 Actuación automática de cambiadores de tomas de los transformadores. 
 Actuación inesperada de relés de protección. 
 
La dinámica del problema de estabilidad de voltaje puede ser dividida de acuerdo a la 
evolución temporal del fenómeno en el Corto Plazo y en el Largo Plazo [29]. La 
estabilidad de voltaje de corto plazo incluye dinámicas rápidas en las cargas, como 
motores de inducción, cargas controladas electrónicamente, y convertidores de HVDC. El 
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período de estudio de interés está en el orden de varios segundos. La estabilidad  de 
voltaje de largo plazo implica una operación inadecuada de equipos para el control de 
voltaje, como cambiadores de tomas de transformadores y limitadores de corriente de 
campo en generadores. El período de estudio de interés puede extenderse hasta varios 
minutos. 
 
Así mismo, la estabilidad de voltaje se puede dividir en base a los fenómenos que se 
puedan presentar en el sistema; estos fenómenos se clasifican entre grandes 
perturbaciones o pequeñas perturbaciones [29]. La estabilidad de voltaje ante grandes 
perturbaciones se refiere a la capacidad del sistema para sostener los voltajes en todos 
los nodos después de perturbaciones de gran magnitud, como fallas en algún equipo del 
sistema, pérdidas de generación, o contingencias de circuitos. La estabilidad de voltaje 
ante pequeñas perturbaciones se refiere a la capacidad del sistema para sostener los 
voltajes cuando se somete a pequeñas perturbaciones como cambios incrementales en 
la carga. 
 
Como se mencionó anteriormente, cada solución del problema de flujo de carga 
representa un punto de equilibrio de las ecuaciones dinámicas del sistema. Como 
consecuencia de esto, se ha mostrado que existe una relación entre la matriz de estados 
asociada a las ecuaciones diferenciales algebraicas que describen la dinámica del 
sistema y el Jacobiano de las ecuaciones flujo de carga [16]. En este caso, una condición 
necesaria para la existencia de un punto de bifurcación tipo Silla – Nodo (SN) asociado a 
inestabilidad de voltaje es que el Jacobiano de las ecuaciones de flujo de carga sea 
singular (por lo menos uno de sus valores propios sea cercano a cero). En este punto, se 
dice que el sistema ha alcanzado un punto de bifurcación donde sus propiedades 
analíticas cambian de una región estable a una región inestable. Otro tipo de bifurcación 
de importancia en el análisis de estabilidad de voltaje son las Bifurcaciones Límite 
Inducidas – (LI) [17]. En este tipo de bifurcación se alcanza un límite de control (por 
ejemplo el límite en el voltaje de campo de un generador) ocasionando un “salto” a un 
nuevo sistema de ecuaciones diferenciales algebraicas que no tienen solución analítica. 
 
Es muy amplia la literatura relativa a técnicas de análisis de estabilidad de voltaje; los 
métodos más utilizados para el estudio de este fenómeno, derivados principalmente de 




 Análisis de Sensibilidad [20]. 
 Análisis de Contingencias [31]. 
 Curvas PV y Curvas V-Q [19][20]. 
 Valores propios de la matriz Jacobiana [16,24]. 
 Análisis Modal [23]. 
 Flujo de Carga Continuado - CPF [16, 21, 22]. 
 Optimización del Punto de Colapso [16] [27] [31].  
 Funciones de Energía [25,26]. 
 Simulaciones Dinámicas [32]. 
 Indicadores de Proximidad basados en Equivalentes [12][30][33]. 
 
La prevención de Colapsos de Voltaje requiere una adecuada planeación del sistema y 
herramientas adecuadas en tiempo real para monitorear la seguridad del punto de 
operación. Aunque la Estabilidad de Voltaje es un fenómeno dinámico, se ha 
comprobado que se pueden emplear herramientas de estado estacionario para su 
análisis. Estas herramientas proveen resultados con una margen de error aceptable. La 
principal ventaja del uso de herramientas de estados estacionario radica en la velocidad 
de cómputo, una característica necesaria en esquemas de control y protección en tiempo 
real. 
 
En general, el principal objetivo cuando se utilizan los métodos anteriores consiste en 
medir la proximidad al punto de máxima carga del sistema (PoC), en el cual se presenta 
el colapso de voltaje. La medición de la distancia al PoC es una de las principales áreas 
de investigación. Esta métrica puede usarse para llevar a cabo acciones remediales que 
eviten que el sistema colapse. Tales acciones pueden ser automáticas (realizadas por un 
relé) o manuales (realizadas por los operadores del sistema) y pueden incluir, entre otras: 
 
 Conexión o desconexión de equipos de compensación. 
 Bloqueo de cambiadores automáticos de carga. 
 Desconexión de Carga. 
 Incremento de generación. 




En operación y control de sistemas de potencia, la mediada de proximidad al punto de 
colapso puede ser usada para garantizar la operación segura del sistema ante 
contingencias creíbles. Adicionalmente, en base a estas medidas se pueden diseñar 
esquemas de protección avanzados que garanticen la integridad del sistema  cuando se 
presenten eventos más severos (SIPS – System Integrity Protection Schemes) [28].  
 
Típicamente, los sistemas SIPS de protección ante Inestabilidad de Voltaje están 
basados en umbrales fijos de voltaje. Los relés de bajo voltaje han mostrado ser una 
opción simple y de bajo costo para mitigar el colapso de voltaje. Sin embargo, se ha visto 
que estos sistemas de protección presentan operaciones indeseadas ocasionando 
desatención de la demanda en escenarios que no se corresponden a Colapsos de 
Voltaje [30]. El objetivo de los investigadores ha sido el desarrollo de sistemas avanzados 
de detención de inestabilidad de Voltaje (VID - Voltage Instability Detection). En un 
escenario de inestabilidad, el objetivo de un sistema VID es detectar el comienzo de la 
inestabilidad, en lugar de sus consecuencias, y dar inicio a las acciones de emergencia 
necesarias para llevar el sistema a un punto de operación seguro [12]. 
 
En años recientes, la instalación masiva de unidades de medición fasorial (PMU) ha 
incrementado el interés de los investigadores en herramientas VID para la medición de la 
proximidad al punto de colapso [12]. La posibilidad de identificar rápidamente la 
proximidad al punto de inestabilidad de voltaje en base a medidas locales es un tema que 
despierta gran interés [39]. 
 
Una gran cantidad de índices desarrollados para la detección del PoC pueden ser 
encontrados en la literatura, alguno de los más representativos son: 
   
 Lindex - Local Indicator Index [14] 
 VCPI - Voltage Colapse Proximity Indicator [33] 
 ISI – Impedance Stability Index  [34] 
 DSY - Derivative of the load apparent power with respect to its admittance [35] 
 VIMI - Voltage Instability Monitoring Index [37]. 
 VSI0 a VSI10 – Voltage Stability Index [38]  




Un reciente estudio de Van Cutsem [12] ha clasificado estos y otros métodos de acuerdo 
a sus requerimientos de supervisión entre locales y de área y el tipo de datos utilizados 
entre Medidas Sincronizadas o no. En este trabajo, se identifica el uso de la tecnología 
de PMU’s en el monitoreo de la inestabilidad de tensión como una de las necesidades 
más apremiantes en el futuro cercano. Dos de las técnicas presentadas en este sentido 
son el Emparejamiento de la Impedancia Thevenin (Thevenin Impedance Matching) [30] 
y la Red de Puertos Simples Acoplados [33] (llamado también Equivalente Thevenin 
Multipuerto [15]). Los índices de estabilidad de voltaje descritos anteriormente están 
basados en una de estas dos técnicas. El fundamento de estas técnicas parte del hecho 
de que la estabilidad de voltaje está ligada a la inhabilidad del sistema de generación - 
transmisión para proveer la potencia requerida por las cargas [20]. Como se explica en 
muchos textos introductorios al problema de estabilidad de voltaje, las condiciones bajo 
las cuales se presenta la máxima capacidad de carga pueden ser fácilmente halladas en 
base a un circuito equivalente representado por una fuente, una impedancia, y una carga 
[19][20]. Partiendo de esta idea, se ha mostrado que una representación simple como la 
anterior puede ser una herramienta útil para la detección de fenómenos de inestabilidad 
de voltaje en tiempo real. Bajo el supuesto de que todo el sistema de potencia puede ser 
reemplazado por un sistema equivalente visto desde la carga, el objetivo es encontrar 
una impedancia equivalente que permita detectar el punto de máxima carga [12]. En este 
punto, la magnitud de la impedancia Thevenin se hace igual a la impedancia de carga ‖‖ =  = ‖‖. 
 
En este trabajo se aborda el problema de la detección local de inestabilidad de voltaje.  
En el primer capítulo se revisa la ecuación de balance de potencia nodal, como eje 
fundamental de los resultados de esta tesis. En este capítulo se reescribe esta ecuación 
y se proponen relaciones de interés desde el punto de vista del Colapso de Voltaje. En el 
segundo capítulo, y en base a algunas relaciones encontradas en el Capítulo 1, se 
estudian los mecanismos locales que implican una pérdida de estabilidad de voltaje. En 
el tercer capítulo se utiliza el método de Flujo de Carga Continuado para validar los 
resultados matemáticos obtenidos en los capítulos 1 y 2  en sistema de dos nodos. Estos 
resultados son extendidos a sistemas multi-máquina mediante el uso de Equivalentes 
Thevenin multi-puerto y Emparejamiento de la Impedancia Thevenin. En este capítulo se 





1. Revisión de las Ecuaciones de Flujo de 
Carga Nodales 
El principal objetivo de este capítulo es proponer una estrategia para posibilitar la 
detección de inestabilidad de voltaje en un nodo del sistema. Para ello, es indispensable 
revisar las ecuaciones Kirchhoff en un nodo para obtener las relaciones entre las 
variables que conllevan a que el punto de equilibrio modifique sus condiciones de 
estabilidad. En este capítulo no se asume de entrada el uso de un circuito equivalente. 
En cambio, se parte del supuesto de que la ecuación que define el balance de potencia 
nodal debe poseer la suficiente información para detectar la proximidad al punto de 
colapso (PoC).  
 
En un sistema de potencia, las relaciones de potencia aparente, voltaje y corriente se 
pueden expresar para un nodo como, 
 
 ∗ =  + !"	 (1.1)	
 
	  = #∗∗	 (1.2)	
 
 # = $% − '( + !$"% − "'(  (1.3) 
 
 #∗ = $% − '( − !$"% − "'( (1.4) 
 
El término # representa las inyecciones netas de potencia aparente en cada nodo. Un 
nodo de generación pertenece al semiplano complejo caracterizado por valores positivos 
de la parte real de (1.3), un nodo de carga pertenece al semiplano complejo 
caracterizado por valores negativos de la parte real de (1.3). Un nodo con ‖#‖ = 0 es 
conocido como un nodo de transmisión.  
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La potencia aparente y su conjugado pueden ser representadas de forma polar mediante 
las ecuaciones complejas, 
 
 # = ‖#‖*+,- 			 (1.5) 
 




 / = 0123#4	 (1.7)	
 
Un sistema de potencia está gobernado por las leyes de circuitos, en este sentido, las 
leyes de Kirchhoff definen el estado de una red. Al aplicar la ley de corrientes de 





+89 + = 0 (1.8) 
 
 6 +56+7+89+: + −
#∗∗ = 0 (1.9) 
 
 ∗ + ∗ 1656+
7
+89+:
+ − #∗6 = 0 (1.10) 
 
La ecuación (1.10) es la base para resolver el problema de Flujo de Cargas, representa 
las restricciones de igualdad en problemas de Flujo de Carga Óptimo, y además, están 
presentes en el Sistema de Ecuaciones Diferenciales Algebraicas que describen la 









 	  = ‖‖*+=- (1.12)	
 	 < = ‖<‖*+=>- (1.13)	
 




	 ‖‖? + ‖‖*.+=-< − #∗6 = 0 (1.14)	
 
Esta forma de la ecuación de balance nodal es de suma importancia en los desarrollos 
que se mostraran más adelante. De (1.14), se puede estimar la fase del nodo, 
	 *.+=- = #∗‖‖<6 − ‖‖?‖‖< (1.15)	
 
	 @A$*.+=-( = @A B #∗‖‖<6 − ‖‖?‖‖<C (1.16)	
 
	 !D = −@A B #∗‖‖<6 − ‖‖?‖‖<C (1.17)	
 
	 D = !@A B #∗‖‖<6 − ‖‖< C	 (1.18)	
 
De la ecuación (1.18) se concluye que un ángulo imaginario no hace parte de las 
soluciones factibles para las leyes físicas de Kirchhoff definidas por la ecuación nodal 
(1.9). Si la solución de (1.18) es factible, el logaritmo natural del término entre paréntesis 
debe ser puramente imaginario. Continuando con el desarrollo de la ecuación (1.18), 
	 D = !@A E 1‖‖< B#∗6 − ‖‖?CF	 (1.19)	
 




	 #∗6 = ‖#‖‖6‖ *+G- 	; 	I = 012 B#∗6C (1.21)	
 
Reemplazando (1.21) en (1.20) y continuando con el desarrollo, 
 
	 D = −!@A3‖‖4 − !@A$‖<‖*+=>-( + !@A B‖#‖‖6‖ *+G- − ‖‖?C (1.22)	
 
	
D = −!@A3‖‖4 − !@A$‖<‖*+=>-(+ !@A EB‖#‖‖6‖ cosI − ‖‖?C + ! ‖#‖‖6‖ sinIF (1.23)	
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Escribiendo en forma polar el tercer término de la ecuación (1.23),  
 
	  = B‖#‖‖6‖ cosI − ‖‖?C + ! ‖#‖‖6‖ sinI	 (1.24)	
 
Que escrito en forma polar queda 





‖‖ = RB‖#‖‖6‖ cosI − ‖‖?C
? + B‖#‖‖6‖ sinIC
?




 	 T = 01234	 (1.27)	
 
Reemplazando (1.26) y (1.27) en (1.23), 
 	 D = −!@A3‖‖4 − !@A$‖<‖*+=>-( + !@A$‖‖*+O-( (1.28)	
 
	 D = −!@A3‖‖4 − !3@A3‖<‖4 + !D<4 + !@A3‖‖4 − T (1.29)	
 
Reagrupando los términos reales y complejos de la ecuación (1.29), 
 	 D = D< − T + !$@A3‖‖4 − @A3‖‖4 − @A3‖<‖4( (1.30)	
 	 D = D< −T + !$@A3‖‖4 − @A3‖‖‖<‖4( (1.31)	
 
Como se discutió anteriormente, no es posible físicamente que el ángulo del voltaje 
pertenezca al dominio de los complejos, por tanto, el término complejo de la ecuación 
(1.31) debe ser inequívocamente igual a cero para que las ecuaciones posean sentido 
físico y matemático. De lo anterior se concluye que la solución para el ángulo en cada 
nodo está dado por 
	 D = D< − T = 0123</4 (1.32)	
Además, una condición necesaria para que las ecuaciones de Kirchhoff tengan sentido 
físico y matemático es: 
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 	 @A3‖‖4 − @A3‖‖‖<‖4 = 0 (1.33)	
 	 ‖‖ − ‖‖‖<‖ = 0 (1.34)	
 
La ecuación (1.32) indica que el ángulo en un nodo está determinado por una 
componente que depende exclusivamente de los nodos adyacentes (D<4  y una 
componente propia del nodo (T).  La ecuación (1.34) representa una condición de 
validez de las ecuaciones que describen el sistema. Esta será analizada posteriormente. 
Ahora, retomemos la ecuación (1.14), se puede observar que esta es una ecuación 
cuadrática para la magnitud de los voltajes nodales. La solución se puede expresar 
mediante 
	 ‖‖ =
<*.+=- V−1 ± R1 + 4 #∗63<*.+=-4?Y2  (1.35)	
 
Las ecuaciones (1.32) y (1.34) representan condiciones estrictas para la solución de las 
ecuaciones nodales. La ecuación (1.32) es la solución para el ángulo en los nodos del 
sistema, y se puede notar que es diferente de la ecuación inicial planteada en (1.18). En 
este sentido, se puede reemplazar (1.32) en (1.35), 
	 ‖‖ =
‖<‖*+=>-*.+3=>-.O-4V−1 ± R1 + 4 #∗63‖<‖*+=>-*.+3=>-.O-44?Y2  (1.36)	
 
	 ‖‖ =
‖<‖*+O- V−1 ± R1 + 4 #∗*+G-‖6‖3‖<‖*+O-4?Y2  (1.37)	
 
	 ‖‖ =
‖<‖*+O- V−1 ± R1 + 4 #∗*+G-‖6‖‖<‖?*+?O-Y2  (1.38)	
 
	 ‖‖ =
‖<‖*+O- V−1 ± R1 + 4#∗*+3G-.?O-4‖6‖‖<‖? Y2  
(1.39)	
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‖‖ = 	‖<‖*+O-2 V−1
± R1 + 4 #∗‖6‖‖<‖? Z[\3I − 2T4 + !4 #∗‖6‖‖<‖? \]A3I − 2T4Y 
(1.40)	
 
Definiendo el término complejo en la raíz cuadrada como 
 
	 ^ = E1 + 4 ‖#∗‖‖6‖‖<‖? Z[\3I − 2T4F + !4 ‖#∗‖‖6‖‖<‖? \]A3I − 2T4 (1.41)	
 
y su forma polar como 
 	 ^ = 1*+_- (1.42)	
 
donde 
 	 ` = 0123^4 (1.43)	
 
1? = E1 + 4 ‖#∗‖‖6‖‖<‖? Z[\3I − 2T4F




	 1? = E1 + 4 ‖#∗‖‖6‖‖<‖? Z[\3I − 2T4F





1? = 1 + 8 ‖#∗‖‖6‖‖<‖? Z[\3I − 2T4 + E4 ‖#∗‖‖6‖‖<‖? Z[\3I − 2T4F
?





	 1? = 1 + 8 ‖#∗‖‖6‖‖<‖? Z[\3I − 2T4 + B4 ‖#∗‖‖6‖‖<‖?C? (1.47)	
 
	 ‖‖ = ‖<‖*+O-$−1 ± b^(2  (1.48)	
 
Aplicando la identidad  de Moivre's a la raíz compleja, y conservando únicamente la raíz 




	 ‖‖ = ‖<‖*+O- B−1 ± b1 ccos d
`2e + !\]A d`2 efC2  (1.49)	
 
Buscando agrupar los términos reales y complejos, se puede operar sobre la ecuación 
(1.49) y obtener, 
 
	 ‖‖ = ‖<‖$cos3T4 + !\]A3T4( gd−1 ± b1cos d`2 ee ± !√1\]A d`2ei2  (1.50)	
 
	
‖‖ = ‖<‖2 Bcos3T4 d−1 ± b1cos d`2ee ∓ b1\]A3T4\]A d`2e+ !\]A3T4 d−1 ± b1cos d`2 ee ± jb1cos3T4 \]A d`2 eC (1.51)	
 
	
	‖‖ = ‖<‖2 Bcos3T4 d−1 ± b1cos d`2ee ∓ b1\]A3T4\]A d`2eC+ !‖<‖2 B\]A3T4 d−1 ± b1cos d`2 ee ± b1cos3T4 \]A d`2eC (1.52)	
 
Desarrollando la ecuación anterior, 
 
	
‖‖ = ‖<‖2 d− cos3T4 ±b1 cos dT + `2ee+ !‖<‖2 B−sin3T4±b1sin dT + `2eC (1.53)	
 
Es claro que la norma de un número complejo siempre pertenece al dominio de los 
reales, por tanto el término complejo en la ecuación (1.53) debe ser igual a cero para que 
ésta posea sentido matemático. De lo anterior se concluye que, 
 
	 ‖‖ = ‖<‖ d− cos3T4 ±b1 cos dT + `2ee2  (1.54)	
 
	 ‖<‖ c− sin3T4±b1sin dT + `2 ef2 = 0 (1.55)	
 
Si los ángulos en las ecuaciones (1.54) y (1.55) están bien definidos en el sentido de que 
su dominio está restringido a la componente principal, las ecuaciones reflejan la 
existencia de por lo menos dos soluciones factibles para cada nodo. Antes de abordar 
este y otros puntos producto de las ecuaciones anteriores, se debe analizar el caso 
especial cuando ‖Sm∗‖ = 0, las ecuaciones nodales para este caso serían, 
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 	 ‖‖? + ‖‖<*.+=- = 0 (1.56)	
 
	 D = !@A B− ‖‖‖<‖*.+=>-C (1.57)	
 
	 D = !@A3−14 + @A B ‖‖‖<‖*+=>-C (1.58)	
 	 D = n + !@A3‖‖4 − !@A$‖<‖*+=>-( (1.59)	
 	 D = n + !@A3‖‖4 − !@A3‖<‖4 − !@A$*+=>-( (1.60)	
 	 D = n + !@A3‖‖4 − !@A3‖<‖4 + D< (1.61)	
 	 D = D< + n − !$@A3‖‖4 + @A3‖<‖4( (1.62)	
 
Entonces 
 	 D = D< + n (1.63)	
 
Para el voltaje se tiene, 
 	 ‖‖$‖‖ + <*+=-( = 0 (1.64)	
 
La ecuación anterior muestra que para un nodo de transmisión se presentan dos 
soluciones, la primera es la solución trivial (‖‖ = 0); considerando únicamente la 
solución no trivial. 
 	 ‖‖ = −<*+=- (1.65)	
 	 ‖‖ = −‖<‖*+=>-*.+3=>-op4 (1.66)	
 	 ‖‖ = −‖<‖*.+p (1.67)	
 	 ‖‖ = ‖<‖ (1.68)	
 
Las ecuaciones (1.62) y (1.67) representan la única solución real a las ecuaciones 
nodales cuando ‖#∗‖ = 0. Por el momento, no se entrará en detalles sobre el significado 
de las ecuaciones descritas hasta este momento, estas serán usadas más adelante para 




Por medio de las ecuaciones anteriores, se pueden encontrar expresiones para las 
inyecciones de potencia nodal. Partiendo de la ecuación (1.14), y reemplazando la 
solución obtenida para el ángulo del voltaje nodal en la ecuación (1.32), 
 
	 ‖‖? + ‖‖‖<‖*+=>-*.+3=>-.O-4 − #∗6 = 0 (1.69)	
 
	 ‖‖? + ‖‖‖<‖*+O- − #∗6 = 0 (1.70)	
 
	 ‖‖? + ‖‖‖<‖*+O- = #∗6 (1.71)	
 	 6‖‖? + ‖‖‖<‖6*+O- = #∗ (1.72)	
 
Ahora, se sabe que 6 = q + !r así, 
 	 3q + !r4‖‖? + ‖‖‖<‖3q + !r43cos3T4 + !\]A3T44 = #∗ (1.73)	
 
	
3q + !r4‖‖?+ ‖‖‖<‖3q cos3T4 + !q\]A3T4 + !r cos3T4− r\]A3T44 = #∗ (1.74)	
 
	
3q + !r4‖‖?+ ‖‖‖<‖3q cos3T4 + !q\]A3T4 + !r cos3T4− r\]A3T44 = #∗ (1.75)	
 
	
q‖‖? + ‖‖‖<‖q cos3T4 − ‖‖‖<‖r\]A3T4+ !3r‖‖? + ‖‖‖<‖q\]A3T4 + ‖‖‖<‖r cos3T44= #∗ (1.76)	
 
Separando la parte real y la compleja de estas expresiones se obtiene, 
 	  = q‖‖? + q‖‖‖<‖ cos3T4 − r‖‖‖<‖\]A3T4 (1.77)	
 	 " = −r‖‖? − q‖‖‖<‖\]A3T4 − r‖‖‖<‖ cos3T4 (1.78)	
 
Otro término importante ‖<‖, puede ser escrito en forma rectangular como 
 	 <,t + !<,u = 3vt + !vu43wt + !wu4 (1.79)	
 
donde v es un vector columna complejo de orden 1 × y, formado a partir de la sumatoria 
de admitancias de red definida en (1.11). Separando términos complejos y reales,  
 	 <,t + !<,u = vtwt − vuwu + !3vtwu + vuwt4 (1.80)	
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Escrita en forma matricial, 
 
	 z<,t<,u { = zvt −vuvu vt { zwtwu{ (1.81)	
 
La norma de la ecuación (1.81) puede ser expresada como 
 
	 |<,t <,u} z<,t<,u{ = czvt −vuvu vt { zwtwu{f zvt −vuvu vt { zwtwu{ (1.82)	
 
	 ‖<‖? = |wt wu} zvt −vuvu vt { zvt −vuvu vt { zwtwu{ (1.83)	
 
	 ‖<‖? = |wt wu} ~ vt vu−vu vt  zvt −vuvu vt { zwtwu{ (1.84)	
 
	 ‖<‖? = |wt wu} ~ vt vt + vuvu vu vt − vt vu−vu vt + vt vu vt vt + vu vu  zwtwu{ (1.85)	
 
	
v = 12E~ vt vt + vu vu vu vt−vt vu−vu vt + vt vu vt vt + vu vu+ ~ vt vt + vu vu vu vt−vt vu−vu vt + vt vu vt vt + vu vu
F (1.86)	
 
Es claro que la matriz anterior no es simétrica, y se puede reescribir como 
Con lo que se tiene 
 		 ‖<‖? = |wt wu}v zwtwu{ (1.87)	
 
Las ecuaciones anteriores, en conjuntos con los resultados que se mostrarán más 
adelante, ofrecen un marco de referencia diferente para el análisis de las ecuaciones 
nodales de Kirchhoff. Más allá de intentar resolver esta nueva formulación, este trabajo 
se centra en investigar algunas propiedades de tales ecuaciones. 
Los resultados obtenidos hasta el momento permiten enunciar las siguientes 
proposiciones. 
1.1 Proposición  1: Factibilidad en la solución de las 
ecuaciones nodales de Kirchhoff 
Los valores ‖Vm‖,  y Sm representan una solución factible de las ecuaciones de Kirchhoff sí 
y solo sí, 
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	 ‖V<m‖B−sin3φm4±brmsin dφm + ρm2eC = 0 (1.88)	
 	 ‖Zm‖ − ‖Vm‖‖V<m‖ = 0 (1.89)	
 
La proposición ha sido demostrada por reducción al absurdo mediante las ecuaciones 
(1.34) y (1.55), en donde se nota que estos términos complejos deben ser iguales a cero. 
El signo ± de la ecuación (1.88) indica que al menos una de esta soluciones se debe 
cumplir, más adelante se mostrará que, la solución con signo negativo aplica para 
‖Vm‖ > ‖‖‖‖  y la solución con signo positivo aplica para ‖Vm‖ < ‖‖‖‖ .  
1.2 Proposición  2: Solución para la norma del voltaje 
Si existe, la  solución para la norma del voltaje en un nodo del sistema está dada por 
	 ‖‖ = ‖<‖ d− cos3T4 + sin3T4 cot dT + `2ee	2 , #]	‖#‖ ≠ 0		31.904 (1.90)	
 	 ‖‖ = ‖<‖, #]	‖#‖ 	= 0		31.914 (1.91)	
 
La ecuación (1.91) fue deducida anteriormente. Se puede usar la proposición 1 para 
deducir la solución para nodos donde ‖#‖ es diferente de cero. De la ecuación (1.88), se 
tiene, 
 
	 ±b1 = sin3T4sin dT + `2e (1.92)	
 
Reemplazando esta identidad en (1.54), 
 
	 ‖‖ =
‖<‖V−cos3T4 + sin3T4sin dT + `2 e cos dT + `2 eY2  (1.93)	
 
	 ‖‖ = ‖<‖ d− cos3T4 + sin3T4 cot dT + `2ee	2  (1.94)	
 
Así, la proposición queda demostrada. 
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1.3 Proposición 3: Voltaje Soporte 
La ecuación (1.89) brinda un interesante resultado; reescribiendo y operando sobre esta 
ecuación, 
	 ‖<‖ = ‖‖‖‖ (1.95)	
 
	 ‖<‖ =
R‖‖S − 2‖‖? ‖#‖‖6‖ cosI + c‖#‖‖6‖f?‖‖  (1.96)	
 




La ecuación anterior indica que el voltaje de soporte (‖<‖) necesario para que las 
ecuaciones tengan sentido depende únicamente de condiciones particulares del nodo, a 
excepción de las ecuaciones (1.11), (1.87) que definen éste voltaje en términos de los 
nodos adyacentes, la ecuación desacopla el voltaje en el nodo de los voltaje en los 
demás nodos del sistema. 
 
De lo anterior, se puede concluir que para una potencia dada # =  + !", y un voltaje 
deseado en el nodo ‖‖, el Voltaje de Soporte necesario provisto por los nodos 
adyacentes debe ser exactamente igual al voltaje de soporte definido en la ecuación 
(1.97). 
 
La ecuación (1.97) define una superficie de nivel en términos de ‖<‖, ‖‖ y #. Esta 
superficie, que se denomina en adelante Superficie de Soporte de Voltaje, se puede 
graficar para un factor de potencia dado. La Figura 1-1 ilustra la superficie definida por 
esta ecuación. Se puede observar que existen dos posible soluciones a la ecuación 
(1.98) para ‖‖ en función de un único valor de ‖<‖; En el valle definido por la 
Superficie de Soporte de Voltaje, las solución de ‖‖ colapsan en una única solución. Es 
importante resaltar que todas las soluciones a las ecuaciones de Kirchhoff deben estar 
en esta superficie, en el siguiente capítulo se analiza en detalle este resultado. 
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1.4 Proposición 4: Forma Local de la Ecuación de 
Balance Nodal 
La ecuación (1.70) representa una forma Local de la Ecuación de Balance Nodal  
producto de aplicar las leyes de Kirchhoff, en el sentido de que todos los términos de esta 
se pueden calcular a partir de información local, 
	 ‖<‖ = 36 , #, ‖‖4 (1.98)	
 	 T = 236 , #, ‖‖4 (1.99)	
 
Otro punto importante de la ecuación (1.70) es que ha desaparecido el ángulo del voltaje D. La forma real de la ecuación (1.70) está dada por las ecuaciones (1.77)-(1.78). 
 



































2. Mecanismos Locales de Inestabilidad de 
Voltaje. 
El voltaje de soporte definido la Proposición 3 del capítulo 1, depende del voltaje ‖<‖, 
de la potencia aparente # y de la impedancia propia del nodo 6. Como se mostró en el 
capítulo anterior, la ecuación (1.93) define una superficie tridimensional que puede ser 
estimada para una condición particular de topología y carga (i.e. factor de potencia 
constante). Todas las soluciones a las ecuaciones nodales de Kirchhoff están definidas 
sobre esta superficie. Esto implica que las soluciones múltiples al problema de flujos de 
carga reportadas en la literatura, incluyendo las dos soluciones que definen la curva 
conocida como Curva PV calculadas mediante el CPF, pueden ser ubicadas en esta 
superficie. Así, se asume que el PoC está ubicado en esta superficie. En este capítulo se 
parte de la Ecuación de Soporte de Voltaje para definir el PoC del nodo.     
2.1 Proposición 5: Voltaje y Potencia en el Punto de 
Colapso. 
De (1.97), el voltaje de soporte ‖<‖ para un nodo de sistema es una función de cuarto 
orden de la potencia en el nodo, del voltaje propio, de la impedancia propia: 
 	 ‖<‖ = 36 , #, ‖‖4 (2.1)	
 
Si se asume que ‖6‖, ‖#‖	permanecen fijos, la función  será una curva de nivel que 
nos mostrará el comportamiento del voltaje soporte respecto al voltaje en el nodo. En 
este sentido, en la medida que ‖<‖ disminuya el sistema se aproximara al punto de 
colapso. Este punto es entendido como el punto donde las posibles soluciones de (2.1) 
colapsan en una única solución.  
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Para un valor dado de ‖‖ la función (2.1) presenta un único punto de inflexión en el 
primer cuadrante (‖<‖ > 0, ‖‖ > 0) el cual define el punto de colapso de las dos 
posibles soluciones. Considerando la carga como de potencia constante, este punto de 
inflexión se puede estimar como, 
 
	
‖<‖‖‖ = − 2‖‖ − 2
1‖‖ c‖#‖‖6‖f?
2R‖‖? − 2 ‖#‖‖6‖ cosI + 1‖‖? c‖#‖‖6‖f?
= 0 (2.2)	
 
Dado que en este tipo de funciones se garantiza por lo menos un mínimo global, 
podemos igualar a cero y obtener, 
 
	 2‖‖ − 2 1‖‖ B‖#‖‖6‖C? = 0 (2.3)	
 
	 ‖‖S = B‖#‖‖6‖C? (2.4)	
 
Como la solución negativa no es una solución válida para las variables en cuestión, 
entonces 
 
	 ‖‖t = R‖#‖‖6‖  (2.5)	
 
La ecuación anterior define el punto conocido como Voltaje Crítico. Este voltaje refleja el 
punto donde las posibles soluciones a la ecuación (2.1) para ‖‖ colapsan en una única 
solución.  
 
Ahora, reemplazando la ecuación (2.5) en (1.97): 
 
	 ‖<‖ = R‖#‖‖6‖ − 2 ‖#‖‖6‖ cosI + ‖6‖‖#‖ B‖#‖‖6‖C
?	 (2.6)	
 
	 ‖<‖ = R2 ‖#‖‖6‖ − 2 ‖#‖‖6‖ cosI (2.7)	
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	 ‖<‖t = R2 ‖#‖‖6‖ 31 − cosI4	 (2.8)	
 
Despejando ‖#‖ y asumiendo que conocidos el Voltaje Soporte y el factor de potencia de 
la carga, la carga máxima atendible es 
 
	 ‖#‖ = 12 ‖6‖‖<‖?31 − cosI4 (2.9)	
 
Reemplazando (2.9) en (2.5), otra expresión para el voltaje critico es 
 
	 ‖‖t = ‖<‖b231 − cosI4 (2.10)	
 
Las ecuaciones (2.5), (2.9) y (2.10) indican diferentes mecanismos de colapso o pérdida 
de margen de estabilidad. 
 
En primer lugar, un incremento constante de la carga: para mayores niveles de carga, el 
voltaje crítico en el nodo será más alto. En segundo lugar, una degradación del voltaje de 
soporte: Si se degrada el voltaje de soporte, la carga máxima atendible disminuye, y en 
tercer lugar, una contingencia que disminuya la impedancia propia del nodo 
disminuyendo de esta forma la carga máxima atendible y aumentando el Voltaje Crítico.  
Observe además, que las ecuaciones (2.5), (2.8), (2.9) y (2.10) pueden usarse como 
indicadores de proximidad al punto de colapso de las dos soluciones para la norma del 
voltaje en el nodo, en este sentido, para un punto de operación determinado 
 
	 ‖‖ − R‖#‖‖6‖			→0 (2.11)	
 
	 ‖<‖ − R2 ‖#‖‖6‖ 31 − cosI4 			→0 (2.12)	
 
	 12 ‖6‖‖<‖?31 − cosI4 − ‖#‖		→ 0 (2.13)	
 
	 ‖‖ − ‖<‖b231 − cosI4			→0 (2.14)	
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Todas las ecuaciones anteriores deben ser iguales a cero en el punto de colapso del 
nodo. Cada uno de estos índices posee diferentes características que los hacen más 
atractivos para unas u otras aplicaciones. Por ejemplo, el índice (2.11), si se considera la 
impedancia fija, es ideal para ser introducido como función objetivo o restricción en un 
proceso de optimización. En la operación de sistemas de potencia, es común considerar 
un margen de seguridad medido como un porcentaje de la distancia al PoC. En este 
caso, se pude observar que el índice (2.13) puede indicar la cantidad de carga que es 
necesario deslastrar para mantener los márgenes de seguridad en la operación del 
sistema. Mediante las simulaciones presentadas en el capítulo 3, estos índices serán 
estudiados en detalle. 
2.2 Proposición 6: Región de Estabilidad. 
El voltaje ‖‖t = ‖-‖‖--‖  define un valle en la Superficie de Soporte de Voltaje. Este 
valle separa las dos posibles soluciones a las ecuaciones de red para un valor de ‖<‖ 
dado. La Figura 2-1 exhibe una superficie típica, y la Figura 2-2 muestra los cortes ‖Sm‖	vs	‖Vm‖	 y ‖V<m‖	vs	‖Vm‖ de esta superficie. La estabilidad de las dos soluciones, y por 
consiguiente de las dos regiones, se puede estudiar analizando el comportamiento del 
voltaje cuando éste se somete a pequeñas perturbaciones en alguna de las dos regiones 
delimitadas por la ecuación (2.5). En esta superficie se cumple,  
 
	 ∂‖V<m‖∂‖Vm‖ ≥ 0⇔ ‖‖ ≥ R‖#‖‖6‖ 	 (2.15)	
 
	 ∂‖V<m‖∂‖Vm‖ < 0⇔ ‖‖ < R‖#‖‖6‖ 	 (2.16)	
 
Asuma un punto operativo en la región izquierda de la Superficie de Soporte bajo una 
condición de ‖<‖ constante (ver la Figura 2-2a). En esta región, una perturbación que 
ocasione una pequeña disminución en el voltaje del nodo ocasiona que el voltaje soporte 
necesario para mantener la condición de operación sea mayor al voltaje de soporte 
considerado como constante. Bajo esta condición, el voltaje del nodo debe decrecer, 
imposibilitando su retorno a la condición original. Lo anterior indica que un punto de 
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operación en esta región es inestable. Se puede concluir que la región de estabilidad 
está dada por las soluciones que satisfacen, 
 
	 ‖‖ ≥ R‖#‖‖6‖  (2.17)	
 
En la región acotada por esta condición, la solución al problema de flujo de carga, si 
existe, es única y estable. Fuera de esta región, la solución es inestable. Note que este 
criterio de estabilidad es similar al criterio conocido como 
£¤£¥, cuya explicación puede ser 
vista en [10]. 
2.3 Proposición 7: Dos Soluciones Posibles para ‖‖. 
Suponga que se conoce el voltaje soporte, la trayectoria ‖#‖,  y el ángulo I. De la 
ecuación (1.97) se expresa el voltaje en el nodo como función de estas variables 
 
	 ‖<‖? = ‖‖? − 2 ‖#‖‖6‖ cosI + 1‖‖? B‖#‖‖6‖C? (2.18)	
 
	 ‖<‖? + 2 ‖#‖‖6‖ cosI = ‖‖? + 1‖‖? B‖#‖‖6‖C?	 (2.19)	
 
	 ‖<‖? + 2 ‖#‖‖6‖ cosI = ‖‖? + ‖‖.? B‖#‖‖6‖C? (2.20)	
 
	 ‖‖S − ‖‖? B‖<‖? + 2 ‖#‖‖6‖ cosIC + B‖#‖‖6‖C? = 0 (2.21)	
 
Al resolver la ecuación en términos ‖‖ resultan dos posibles soluciones, cada una de 
multiplicidad 2, 
 
	 ¦ = −B‖<‖? + 2 ‖#‖‖6‖ cosIC (2.22)	
 
	 Z = B‖#‖‖6‖C?	 (2.23)	
 	 ‖‖S + ¦‖‖? + Z = 0 (2.24)	
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Figura 2-1: Superficie de Soporte de Voltaje Típica 
 





La solución a este sistema está dada por 
 
	 ‖‖ = R−¦ ± √¦? − 4Z2  (2.25)	
 
	 ‖‖o = R−¦ + √¦? − 4Z2  (2.26)	
 
	 ‖‖. = R−¦ − √¦? − 4Z2  (2.27)	
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Observe que estas dos ecuaciones son ceros de la ecuación (1.97) y, por tanto, son las 
dos únicas soluciones posibles para la magnitud del voltaje en un nodo. Si se conoce el 
voltaje de soporte (mediante un flujo de carga convencional), y la potencia aparente del 
nodo, las dos soluciones quedan completamente determinadas. Ahora bien, la ecuación 
(1.53) representa las dos soluciones posibles a la ecuación (1.14), estas soluciones 
pueden re-expresarse como 
 
	
‖‖ = ‖<‖2 d− cos3T4 −b1 cos dT + `2ee+ !‖<‖2 B− sin3T4−b1sin dT + `2eC (2.28)	
 
	
‖‖§ = ‖<‖2 d− cos3T4 +b1 cos dT + `2ee+ !‖<‖2 B− sin3T4+b1sin dT + `2 eC	 (2.29)	
 
Solo una de las soluciones definidas en las ecuaciones (2.28) y (2.29) es válida para un 
determinado punto de operación sobre la Superficie de Soporte de Voltaje. En este caso 
resulta, 
 
	 ‖‖ = ‖‖⇔‖‖ ≥ R‖#‖‖6‖  (2.30)	
 
	 ‖‖ = ‖‖§⇔‖‖ < R‖#‖‖6‖  (2.31)	
 
La proposición anterior implica que, dependiendo del punto de operación sobre la 
Superficie de Soporte de Voltaje, uno de los dos términos complejos definidos en las 
ecuaciones (2.28) y (2.29) se hace igual a cero. En el punto de colapso, las dos 
soluciones son iguales, lo que implica que los términos reales y complejos son iguales.  
Las ecuaciones (2.26), (2.27), (2.28) y (2.29) representan, a simple vista, diferentes 
soluciones al problema de flujo de carga. Estas soluciones están relacionadas como 
sigue, 
 	 ‖‖o = ‖‖‖‖ (2.32)	
 	 ‖‖_ = ‖‖‖§‖ (2.33)	
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Ahora, analizando las dos posibles soluciones descritas por las ecuaciones (2.26), (2.27) 
resultan las mismas conclusiones obtenidas en la proposición 5. Primero, note que estas 
ecuaciones tienen sentido si, 
 	 ¦? − 4Z ≥ 0 (2.34)	
 
	 B‖<‖? + 2 ‖#‖‖6‖ cosIC? − 4B‖#‖‖6‖C? ≥ 0	 (2.35)	
 
	 ‖<‖? ≥ 2 ‖#‖‖6‖ 31 − cosI4 (2.36)	
 
	 ‖<‖ ≥ R2 ‖#‖‖6‖ 31 − cosI4 (2.37)	
 
Asimismo, note que este es el mismo punto encontrado anteriormente mediante (2.8). De 
forma adicional, estas dos soluciones tienden a colapsar en una única solución ‖‖o =‖‖., 
 
	 −¦ + √¦? − 4Z2 = −¦ − √¦? − 4Z2  (2.38)	
 	 b¦? − 4Z = 0 (2.39)	
 	 ¦? = 4Z	 (2.40)	
 
	 B‖<‖? + 2 ‖#‖‖6‖ cosIC? = 4B‖#‖‖6‖C?	 (2.41)	
 
	 ‖<‖? + 2 ‖#‖‖6‖ cosI = 2 ‖#‖‖6‖	 (2.42)	
 
	 ‖<‖? + 2 ‖#‖‖6‖ cosI − 2 ‖#‖‖6‖ = 0 (2.43)	
 
	 2 ‖#‖‖6‖ 3cosI − 14 = −‖<‖?	 (2.44)	
 
	 ‖#‖ = 12 ‖6‖‖<‖?31 − cosI4 (2.45)	
 
Estas mismas relaciones se calcularon en (2.9). 
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2.4 Región de Soporte de Voltaje 
Figura 2-3: Región de Soporte de Voltaje 
 
 
Hasta este momento se han explicado algunas propiedades de la Superficie de Soporte 
de Voltaje. Se ha argumentado que todas las soluciones de las ecuaciones nodales de 
Kirchhoff para un nodo deben caer en una de estas superficies, esto incluye las múltiples 
soluciones al problema de flujo de carga, las dos soluciones producto de la aplicación del 
flujo de carga continuado, las soluciones el flujo de carga optimo y las soluciones nodales 
obtenidas a partir de simulaciones dinámicas. Todas las posibles Superficies de Soporte 
de Voltaje definen la Región de Soporte de Voltaje. Una región típica de Soporte de 
Voltaje para un nodo de carga P es mostrada en la Figura 2-3. En esta región se elimina 
la porción de la superficie que representa puntos de operación inestables de acuerdo a la 
definición dada en la proposición 6. 
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2.5 Colapso de Voltaje en Términos de las Cantidades 
Complejas  y  
En el Capítulo 1, mediante las ecuaciones  (1.24), (1.41) se definieron las cantidades 
complejas  y ^ y sus respectivos ángulos. Estas cantidades son de suma importancia 
pues definen trayectorias que pueden ser de utilidad en la detección del punto de colapso 
de un nodo particular del sistema. 
 
Reemplazando en (1.24) la expresión para el voltaje crítico (2.17) resulta, 
 
	  = B‖#‖‖6‖ cosI − ‖#‖‖6‖C + ! ‖#‖‖6‖ sinI (2.46)	
 
	  = ‖#‖‖6‖ 3cosI − 14 + ! ‖#‖‖6‖ sinI (2.47)	
 
De la ecuación anterior, y utilizando (1.81)  y (1.90) se puede obtener 
 
	 ‖‖t© = R‖#‖‖6‖‖<‖ (2.48)	
 
Ahora, se re-escribe (1.24) como, 
 
	  = − ‖#‖‖6‖ 31 + cos3I + n44 − ! ‖#‖‖6‖ sin3I + n4 (2.49)	
 
Claramente, ^*34 < 0 y el signo de ª34  puede ser positivo o negativo, por tanto, 
utilizando la definición de argumento principal,   
 
	 T,t© = «¬A.9 sin3I + n41 + cos3I + n4 ± n (2.50)	
 
	 T,t© = «¬A.9 tan B3I + n42 C ± n (2.51)	
 




	 T,t© = ®
I2 − n2  < 0,y[¯[\	¯*	Z¬12¬I2 + 3n2  > 0,y[¯[\	¯*	q*A*1¬Z]óA			 (2.53)	
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Para ^, de acuerdo al resultado anterior, Z[\3I − 2T4 = −1 y \]A3I − 2T4 = 0, por 
tanto, 
 
	 ^,t© = B1 − 4 ‖#∗‖‖6‖‖<‖?C (2.54)	
 	 ª3^,t©4 = 0 (2.55)	
 
Ya que la parte imaginaria es cero, 
 	 `,t© = n (2.56)	
 
Utilizando los valores anteriores de T,t© y `,t©, 
 
	 cot dT + `2e = cot cI2 f (2.57)	
 
Desarrollando la ecuación anterior, 
 
	 T + `2 = 201234 + 0123^42 = 012$?^( − 2nA2  (2.58)	
 
	 T + `2 = 012$?^(2 − nA (2.59)	
 
	 tan dT + `2 e = tanB012$?^(2 − nAC (2.60)	
 
	 tan dT + `2 e = tanB012$?^(2 C (2.61)	
 
De acuerdo a la definición de la componente principal del argumento de un número 
complejo, 
 
	 tan dT +




	 cot dT + `2e = ^*$
? ∗ ^(? + ª$? ∗ ^(? + ^*$? ∗ ^(ª$? ∗ ^(  (2.63)	
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Observe que le ecuación anterior puede arrojar valores positivos o negativos. Utilizando 
(2.57), en el punto de colapso, 
 




	 ± = cot cI2 f (2.65)	
 
Con lo cual se puede escribir: 
 




	 ^*$? ∗ ^(ª$? ∗ ^( = 12		B±? − 1± C (2.67)	
 	 2±^*$? ∗ ^( − 3±? − 14ª$? ∗ ^( = 0 (2.68)	
 
Observe que se puede expresar 
 
	
ª3? ∗ ^4 = 4‖<‖? B‖#‖‖6‖CV‖‖Ssin	3I − 2T4 − 2‖‖? B‖#‖‖6‖C sin	32I − 2T4
+ B‖#‖‖6‖C





^*3? ∗ ^4 = 4‖<‖? B‖#‖‖6‖CV‖‖Scos	3I − 2T4 − 2‖‖? B‖#‖‖6‖C cos	32I − 2T4
+ B‖#‖‖6‖C










3. Simulación y Resultados. 
En el capítulo anterior se encontraron las relaciones entre las variables del sistema que 
conllevan a que se presente una pérdida en la Estabilidad del Voltaje. Ahora bien, par 
identificar patrones comunes es conveniente visualizar el comportamiento y las 
trayectorias de las cantidades complejas Zm, Rm,	 Zm? ∗ Rm y de los índices definidos en la 
ecuaciones (2.11), (2.12), (2.13), (2.14) y (2.68) en la medida que el sistema se aproxima 
al PoC, así como los valores que toman tales funciones sobre la región estable y la 
región inestable definida sobre la Superficie de Soporte de Voltaje. Para identificar las 
trayectorias, se simula mediante un Flujo de Carga Continuado (CPF) su comportamiento 
en la medida que el parámetro de bifurcación aumenta. En este capítulo se emplea un 
sistema de dos nodos, y posteriormente los resultados se extienden a un sistema multi-
máquina. 
3.1 Colapso de Voltaje en Sistemas de dos Nodos 
Un sistema de potencia simple, representado por un generador, una impedancia y una 
carga, es usado con frecuencia en textos introductorios al fenómeno de Estabilidad de 
Voltaje. Su uso se justifica por el hecho de que el manejo de las ecuaciones de este 
sistema es mucho más simple que el manejo de las ecuaciones de un sistema con mayor 
cantidad de nodos. En esta sección se utiliza el sistema mostrado en el anexo A.1.  
 
En la Figura 3-1 se observa la trayectoria de la solución del CPF sobre la Superficie de 
Soporte de Voltaje. La solución del CPF se localiza sobre esta superficie; además, el 
punto de colapso corresponde con el límite crítico que delimita la región estable.  
 
En la Figura 3-2 se observa que la trayectoria sobre el plano complejo de   tiene un 
comportamiento cóncavo, y simétrico respecto al punto de colapso; este punto 
corresponde valor mínimo de toda la trayectoria. 




Figura 3-1: Trayectoria de la solución del CPF sobre la Superficie de Soporte de Voltaje.  
Sistema de Dos Nodos. 
 
 
Figura 3-2: Trayectoria en el plano complejo de  y Punto de Colapso (PoC).  Sistema 
de Dos Nodos. 
 
 
En la Figura 3-3 se puede observar que ^ define en el plano complejo una trayectoria 
similar a la cabeza de un pez o una gota de agua. El punto de colapso se encuentra 
sobre el eje ª3^4 = 0; la trayectoria es simétrica respecto a este eje. Por su parte, ? ∗ ^ define una trayectoria similar a un punto de atracción en cero (Figura 3-4). El 




Las Figuras 3-5, 3-6, 3-7, 3-8 y 3-9 ilustran la evaluación de los índices de voltaje 
definidos en las ecuaciones (2.11), (2.12), (2.13), (2.14) y (2.68). En todos los casos, el 
punto de colapso corresponde al punto donde las ecuaciones se igualan a cero.  
 
Figura 3-3: Trayectoria en el plano complejo de  y Punto de Colapso (PoC). Sistema 
de Dos Nodos. 
 
 
Figura 3-4: Trayectoria en el plano complejo de  ∗  y Punto de Colapso (PoC). 
Sistema de Dos Nodos. 
 
El índice (2.11) define una trayectoria no-lineal, en la cual los valores positivos se 
encuentran en la zona estable de la trayectoria. La trayectoria no es simétrica; en la 
región inestable el índice toma valores negativos (ver Figura 3-5).  
 
El índice (2.12) define una trayectoria no lineal. Las trayectorias en la región estable e 
inestable son iguales y toman valores positivos, (ver Figura 3-6).  
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El índice (2.13) define una trayectoria lineal. Las trayectorias en la región estable e 
inestable son iguales y toman valores positivos, (ver Figura 3-7).  
 
Figura 3-5: Índice de Proximidad al PoC (2.11). Sistema de Dos Nodos. 
 
 
Figura 3-6: Índice de Proximidad al PoC (2.12). Sistema de Dos Nodos. 
 
 




El índice (2.14) define una trayectoria no-lineal, similar a la curva de la nariz; los valores 
positivos se encuentran en la zona estable de la trayectoria; en la región inestable el 
índice toma valores negativos. En el punto de colapso el índice toma el valor de cero (ver 
Figura 3-8). 
 
El índice (2.68) define una trayectoria no lineal, en la cual los valores negativos se 
encuentran en la zona estable de la trayectoria. La trayectoria no es simétrica, en la 
región inestable el índice toma valores positivos muy próximos a cero (ver Figura 3-9). 
 
Figura 3-8: Índice de Proximidad al PoC (2.14). Sistema de Dos Nodos. 
 
Figura 3-9: Índice de Proximidad al PoC (2.68). Sistema de Dos Nodos. 
 
 
Esta simulación indica la validez de las proposiciones realizadas hasta el momento. En la 
siguiente sección, se extenderán estas proposiciones a sistemas multi-máquina. 
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3.2 Extensión a Sistemas Multi-máquina 
Para iniciar la discusión de esta sección, asuma que las ecuaciones desarrolladas en los 
capítulos anteriores son correctas para sistemas multi-máquina. Bajo este supuesto, se 
puede realizar una corrida del CPF para un nodo de cualquier sistema y esperar que los 
resultados sean similares a los resultados obtenidos en la sección anterior. Con tal 
propósito se analiza la trayectoria de colapso en el nodo 14 del sistema IEEE de 14 
barras (ver anexo 1 para una descripción del sistema). 
  
La Figura 3-10 presenta la trayectoria de la solución del CPF sobre la Superficie de 
Soporte de Voltaje. Se puede observar que la solución del CPF se localiza sobre esta 
superficie. Sin embargo, el punto de colapso obtenido mediante CPF no coincide con el 
punto de colapso esperado de acuerdo a las ecuaciones desarrolladas en los capítulos 
anteriores. El PoC esperado ocurre después del PoC calculado con el CPF. 
 
Figura 3-10: Trayectoria de la solución del CPF sobre la Superficie de Soporte de 
Voltaje. Punto de Colapso (PoC) mediante CPF y Esperado. Sistema 14 Nodos. 
 
 
En las Figuras 3-11, 3-12 y 3-13 se muestran las trayectorias en los planos complejos Zm, Rm y Zm? ∗ Rm. Se puede observar que estas trayectorias coinciden con las trayectorias 
esperadas (comparando con las Figura 3-2, 3-3 y 3-4). Sin embargo, el punto de colapso 




Figura 3-11: Trayectoria en el plano complejo de  y Punto de Colapso (PoC) mediante 
CPF y Esperado. Sistema 14 Nodos. 
 
 
Figura 3-12: Trayectoria en el plano complejo de  y Punto de Colapso (PoC) mediante 
CPF y Esperado. Sistema 14 Nodos. 
 
 
La Figura 3-14A despliega el comportamiento de los índices definidos en las ecuaciones 
(2.11), (2.12), (2.13), (2.14) y (2.68). Es claro que las trayectorias de estos índices 
tienden a cero. Sin embargo, el cruce por cero se produce después del PoC obtenido 
mediante CPF. En la  Figura 3-14B se observa que estos índices no son igual a cero en 
el PoC. 
 
En este trabajo no se tratará de explicar este comportamiento (este puede estar asociado 
a un tipo de Bifurcación conocido como Singularidad Inducida [18][20]). Es claro entonces 
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que cualquiera de los indicadores de proximidad desarrollados en los capítulos anteriores 
tendería a sub-estimar el PoC. 
 
Figura 3-13: Trayectoria en el plano complejo de  ∗  y Punto de Colapso (PoC) 
mediante CPF y Esperado. Sistema 14 Nodos. 
 
 
Figura 3-14: Índices de Proximidad al Punto de Colapso (PoC) Utilizando la Impedancia 
Propia del Nodo. A) Índices (2.11) a (2.14) y (2.68)  B) Detalle de la aproximación al PoC. 
 
 
El resultado anterior indica que la impedancia vista por el nodo es inferior a la impedancia 
propia obtenida directamente de la matriz de admitancia nodal Ybus. En numerosos 
trabajos se ha mostrado que en el PoC la magnitud de la impedancia Thevenin vista por 
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el nodo se hace igual a la magnitud de la impedancia de la carga [12][13][19][20][30]. Es 
claro que la impedancia Thevenin vista por el nodo depende de la topología y carga de 
todo el sistema, y por tanto, aunque el colapso de voltaje es un fenómeno local, está 
relacionado con el resto del sistema a través de la impedancia Thevenin equivalente. 
 
Si se conoce el voltaje y la potencia en un nodo, la ecuación (1.14) posee múltiples 
soluciones. Encontrar una impedancia que en el PoC se haga igual a la impedancia 
Thevenin equivalente (y por tanto a la impedancia de carga), y que permita detectar 
correctamente el PoC ha sido uno de los principales esfuerzos de muchos investigadores 
[13][14][15][30][33][34][38][41][42][43]. Existe un problema fundamental detrás de la 
sustitución de un sistema complejo, no-lineal y multidimensional por un simple 
equivalente Thevenin, técnica usada principalmente en análisis de estado estacionario. 
Sin embargo, los métodos basados en equivalente Thevenin han ganado terreno en 
aplicaciones de tiempo real debido a su simplicidad y la viabilidad técnica de su 
implementación; además, los resultados presentan márgenes de error aceptables. 
 
Dos de los resultados más promisorios en este campo son las Redes de Puertos Simples 
Acoplados [15] y el Emparejamiento de la Impedancia Thevenin Equivalente [30]. En este 
capítulo, se extienden los resultados obtenidos en los capítulos anteriores mediante estos 
dos conceptos. 
3.2.1 Red de Puertos Simples Acoplados. 
El concepto de Red de Puertos Simples Acoplados fue retomado recientemente en [15], 
aunque inicialmente fue usado por Kessel [14] en el desarrollo del índice conocido como 
L-Index. La ideal de este método consiste en preservar las cargas y los generadores de 
todo el sistema, en vez de agrupar todos los generadores y las cargas para calcular el 
equivalente de un nodo, como sucede en el cálculo del circuito Thevenin equivalente. 
 
Mediante Redes de Puertos Simples Acoplados se puede representar el sistema de 
potencia mediante una impedancia fija y una fuente “acoplada”, en la cual se reflejan los 
nodos de carga y generación. Para “desacoplar” un nodo, se escribe la relación entre las 
inyecciones nodales de corriente del sistema como: 
 




Yµµ Yµ¹ Yµ¶Y¹µ Y¹¹ Y¹¶Y¶µ Y¶¹ Y¶¶· ³
VµV¹V¶· (3.1)	
 
Donde el sub-indice L denota nodos de carga, el subindice G denota nodos de 
generación con suficiente capacidad de reactivos y el sub-indice T denota nodos de 
transmisión.  
 
Los nodos de transmisión se pueden eliminar, ya que este tipo de nodos no presenta 
problemas de colapso de tensión. Utilizando el concepto de reducción de Kron para 
eliminar estos nodos, 
 	 Iµ = YµµVµ + Yµ¹V¹ + Yµ¶V¶		 (3.2)	
 	 0 = Yµ¹Vµ + Y¹¹V¹ + Y¹¶V¶	 (3.3)	
 	 I¶ = Y¶µVµ + Y¶¹V¹ + Y¶¶V¶	 (3.4)	
 
De (3.3) resulta, 
 	 V¹ = −Y¹¹.9Yµ¹Vµ − Y¹¹.9Y¹¶V¶ (3.5)	
 
Remplazando el término anterior en (3.2) y (3.4), 
 	 Iµ = YµµVµ − Yµ¹$Y¹¹.9Yµ¹Vµ + Y¹¹.9Y¹¶V¶( + Yµ¶V¶	 (3.6)	
 	 I¶ = Y¶µVµ − Y¶¹$Y¹¹.9Yµ¹Vµ + Y¹¹.9Y¹¶V¶( + Y¶¶V¶ (3.7)	
 
Reordenando (3.6), 
 	 Iµ = $Yµµ − Yµ¹Y¹¹.9Yµ¹(Vµ + $Yµ¶ − Yµ¹Y¹¹.9Y¹¶V¶(V¶ (3.8)	
 
Despejando Vµ,  
 	 Vµ = −KV¶ + ZµµIµ (3.9)	
 
Donde  
 	 Zµµ = 3Yµµ − Yµ¹Y¹¹.9Y¹µ4.9 (3.10)	
 	 K = $Yµ¶ − Yµ¹Y¹¹.9Y¹¶( (3.11)	
 










	 Vm = −5Km¾
¿À





Observe que  Iµm = ∗¥∗	 y, por tanto, 
 
	 Vm = −5Km¾
¿À





















ÉÊ = Zmm,ÂÃÄSm∗ (3.16)	
 
Esta ecuación puede re-escribirse mediante, 
 	 Vm∗Vm + Vm∗	VË,ÂÃÄ = Zmm,ÂÃÄSm∗	 (3.17)	
 










	 Ymm,ÂÃÄ = 1Zmm,ÂÃÄ (3.19)	
 
Observe que el único término requerido en el nodo es la impedancia equivalente Zmm,ÂÃÄ, 
esta impedancia es constante mientras la topología del sistema permanezca constante y 
puede ser fácilmente calculada en un centro de control (esta información está incluida en 
la matriz de impedancia nodal Znodal).   
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En la Figura 3-16 se muestra la trayectoria de la solución del CPF sobre la Superficie de 
Soporte de Voltaje. Se puede observar como la solución del CPF se localiza sobre esta 
superficie y que el punto de colapso corresponde, aproximadamente, con el límite crítico 
que delimita la región estable. 
 
Las Figuras 3-17 a la 3-18 exhiben las trayectorias en los planos complejos Zm, Rm y Zm? ∗ Rm. Se puede observar que estas trayectorias coinciden con las trayectorias 
esperadas. De estas figuras se puede concluir que en términos de colapso de voltaje, la 
ecuación (3.17) es equivalente a la ecuación (1.14) y en este sentido, todas las 
proposiciones desarrolladas en este trabajo deberían ser válidas para este equivalente. 
Las Figuras 3-19 a 3-23 muestran los índices definidos en (2.11), (2.12), (2.13), (2.14) y 
(2.68). En estas figuras se observa que todos los índices se hacen aproximadamente 
igual a cero en el PoC. 
 
Figura 3-15: Trayectoria de la solución del CPF sobre la Superficie de Soporte de 
Voltaje. Red de Puertos Simples Acoplados. Sistema 14 Nodos. 
 
 
Figura 3-16: Trayectoria en el plano complejo de  Red de Puertos Simples Acoplados. 





Figura 3-17: Trayectoria en el plano complejo de . Red de Puertos Simples Acoplados. 
Sistema 14 Nodos. 
 
 
Figura 3-18: Trayectoria en el plano complejo de  ∗ . Red de Puertos Simples 
Acoplados. Sistema 14 Nodos. 
 
 
Figura 3-19: Índice de Proximidad al PoC (2.11). Red de Puertos Simples Acoplados. 
Sistema 14 Nodos. 
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Figura 3-20: Índice de Proximidad al PoC (2.12). Red de Puertos Simples Acoplados. 
Sistema 14 Nodos. 
 
 
Figura 3-21: Índice de Proximidad al PoC (2.13). Red de Puertos Simples Acoplados. 
Sistema 14 Nodos. 
 
 
Figura 3-22: Índice de Proximidad al PoC (2.14). Red de Puertos Simples Acoplados. 





Figura 3-23: Índice de Proximidad al PoC (2.68). Red de Puertos Simples Acoplados. 
Sistema 14 Nodos. 
 
 
La principal ventaja de esta impedancia equivalente es que su cálculo depende 
únicamente de la topología del sistema. El hecho anterior la hace ideal para estudios de 
optimización, donde se puede usar alguno de los índices 2.11 a 2.14 para mejorar los 
niveles de seguridad del sistema. Estos índices pueden ser usados como función 
objetivo, o introducidos como restricciones dentro de la formulación del problema de 
optimización.  
3.2.2 Emparejamiento de la Impedancia Thevenin Equivalente en 
el PoC. 
El Emparejamiento de la Impedancia Thevenin Equivalente es uno de los campos más 
prometedores para desarrollar sistema VID (Voltage Instability Detection) que permitan 
tomar acciones locales que impidan un Colapso de Voltaje. Este equivalente es 
entendido como un equivalente para ser usado en aplicaciones de control y protección en 
tiempo real. En un sistema Thevenin equivalente, el producto de aplicar las leyes de 
voltaje de Kirchhoff se puede escribir como, 
 	 Ì =  + 	 (3.20)	
 
Esta simple ecuación, referida en múltiples textos de enseñanza [19][20], puede ser 
reescrita en forma matricial [30], 
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	 z
1 0 −2 ℎ0 1 −ℎ −2{ ÎÏÏ
Ð Ì,tÌ,^,tÑ, ÒÓ
ÓÔ = gÕÖi	 (3.21)	
 
donde, 
 	 Ì = Ì,t + !Ì,	 (3.22)	
 	  = Õ + !Ö (3.23)	
 	  = 2 + !ℎ (3.24)	
 	  = ^,t + !Ñ, (3.25)	
 
Cuando el nodo se aproxima al PoC, la solución a dos mediciones contiguas de las 
ecuaciones resultantes de (3.21) se aproxima a la impedancia Thevenin Equivalente [30]. 
La aplicabilidad del sistema de ecuaciones anterior se basa en el hecho de que los 
equipos PMU modernos permiten la medición de los valores complejos Vm, Im. En este 
sentido, con mínimo dos mediciones, en las cuales se asume que los parámetros del 
sistema equivalente no varían, estos se pueden calcular fácilmente. Diferentes técnicas 
han sido propuestas para resolver el sistema de ecuaciones (3.21). En [30] se propone el 
uso de Mínimos Cuadrados; en [34], basados en el teorema de Tellegen’s, se muestra 
que la solución de (3.21) se puede obtener como Z¹×ÂÄ = 	ΔVm∗/ΔIm. En [36], se resuelve el 
sistema mediante Mínimos Cuadrados Recursivos. En [38], los parámetros del modelo 
son estimados mediante un algoritmo adaptativo, bajo el supuesto de que la resistencia 
es igual a cero. En [42], se propone un método basado en la triangulación de tres 
medidas consecutivas provenientes de un equipo PMU. En [43], se formula una versión 
no-lineal del problema en base a tres mediaciones consecutivas, el sistema es resuelto 
mediante mínimos cuadrados no-lineales. 
 
La ecuación (3.20), puede ser reescrita en términos de las potencias nodales,  
 	 ∗ − ∗Ì = −#∗	 (3.26)	
 
Esta ecuación es equivalente a la ecuación (1.14), la cual se puede reescribir como, 
 	 ∗ + ∗	Ù = #∗		 (3.27)	
 
De la ecuación anterior resulta, 
 
Capítulo 3 49
 	 ‖‖? + $,t − !,($<,t + !<,( = $,t + !,(3 − !"4	 (3.28)	
 
	 ‖‖? + $,t<,t + ,<,( + !$,t<, − ,<,t(= $,t + ",( + !$, − ",t( (3.29)	
 
Separando términos reales e imaginarios, 
 	 $,t<,t + ,<,( − $,t + ",( = −‖‖? (3.30)	
 	 $,t<, − ,<,t( − 3, − ",t4 = 0 (3.31)	
 
y reescribiendo en forma matricial, 
 
	 z
,t , − −"−, ,t " − { ÎÏÏ
Ð<,t<,,t, ÒÓ
ÓÔ = z−‖‖?0 { (3.32)	
 
La ecuación (3.32) es otra forma de escribir las ecuaciones del sistema (3.21). 
Resolviendo este sistema se obtienen los mismos resultados que al resolver el sistema 
(3.21). La impedancia de carga, y la impedancia obtenida de resolver este sistema de 
ecuaciones para dos soluciones contiguas del CPF puede ser observada en la Figura 3-
24. En el PoC la magnitud de la impedancia de carga es aproximadamente igual a la 
magnitud de la impedancia equivalente (‖‖ −  = ‖‖). 
 
Figura 3-24: Impedancia de Carga y Impedancia Estimada de Acuerdo a (3.21). 
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La Figura 3-25 muestra los índices de proximidad al PoC definidos en las ecuaciones 
(2.11) a (2.14) y (2.68) calculados a partir de cada estimación de la impedancia 
equivalente. Todos los índices son aproximadamente iguales a cero en el PoC. 
 
Aunque el método anterior ha mostrado factibilidad de implementación en tiempo real 
(ABB tiene una versión comercial [30]), algunos aspectos técnicos siguen siendo motivo 
de estudio. El primero de ellos se refiere a los posibles errores producto de la naturaleza 
dinámica de las cargas del sistema, y su efecto en la representación de todo el sistema 
mediante un equivalente Thevenin [15]. Por otro lado, la estimación requiere que las 
medidas se encuentren apropiadamente referenciadas [42][43]. En la siguiente sección, 
se propone un método que utiliza únicamente medidas locales, eliminando la necesidad 
de una señal de referencia. 
 
Figura 3-25: Índices de Proximidad al PoC  (2.11) a (2.14) y (2.68) Utilizando el 
Emparejamiento de la Impedancia Thevenin. Sistema 14 Nodos. 
 
3.2.3 Emparejamiento Local de la Impedancia Equivalente en el 
PoC. 
Aunque la solución del sistema de ecuaciones (3.21) y (3.32) requiere solo medidas 
locales tomadas de un equipo PMU, éstas deben estar referidas para que puedan ser 
usadas correctamente [42][43]. Esta señal de referencia por lo general proviene de  otro 
nodo del sistema, lo cual implica la necesidad de esquemas de comunicación robustos 
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para garantizar la correcta operación de un sistema de protección y control basado en 
este cálculo. 
 
Se puede utilizar la Forma Local de la Ecuación de Balance Nodal (Proposición 4)  para 
estimar una Impedancia equivalente. Reescribiendo la ecuación (1.70), 
 	 ‖‖? + ‖‖‖<‖*+O- = #∗	 (3.33)	
 
Desarrollando esta ecuación,  
 	 ‖‖? + ‖‖‖<‖3cos3T4 + !\]A3T44 = 3^ + !Ñ43 − !"4 (3.34)	
 
	 ‖‖? + ‖‖‖<‖ cos3T4 + !‖‖‖<‖\]A3T4= 3^ + Ñ"4 − !3^" − Ñ4 (3.35)	
 
Separando términos reales e imaginarios, 
 	 ‖‖? + ‖‖‖<‖ cos3T4 = 3^ + Ñ"4 (3.36)	
 	 −‖‖‖<‖\]A3T4 = 3^" − Ñ4 (3.37)	
 
Reescribiendo las ecuaciones anteriores en forma matricial, 
 
	 z‖‖?0 { + z‖‖ 00 −‖‖{	z‖<‖ cos3T4‖<‖\]A3T4{ = z "" −{ z^Ñ{	 (3.38)	
 
	 z
‖‖ 0 − −"0 −‖‖ −"  {	Ú




 	 ^ = ‖<‖ cos3T4 (3.40)	
 	  = ‖<‖\]A3T4 (3.41)	
 
Resulta el siguiente sistema de ecuaciones lineales con 4 incógnitas, 
 
	 z
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Para resolver (3.42) se requiere mínimo una medición adicional en la cual se pueda 
suponer que las incógnitas no cambian apreciablemente. Con dos medidas consecutivas 
en instantes « y « + 1, tenemos: 
 
	 ÎÏÏ






Que se puede escribir en forma compacta,  
 	 ÜÝ = Þ (3.44)	
 
Bajo el supuesto de que la matriz Ü es invertible, podemos resolver el sistema de 
ecuaciones anterior como: 
 	 Ý = Ü.9Þ	 (3.45)	
 
Dado que las mediciones pueden estar afectadas por fenómenos transitorios, 
oscilaciones, ruido, etc., se asume que para mejorar la estimación se utiliza una ventana 
de tiempo en la cual se toman n mediciones. En este caso, la solución estará dada por: 
 	 Ý = 3ÜÜ4.9ÜÞ (3.46)	
 
Una forma más eficiente consiste en el uso de Mínimos Cuadrados Recursivos, en este 
caso, la solución será, 
 	 Þß = ÜßÝß (3.47)	
 	 Ýàß = Ýàß.9 + áß|Þß −ÜßÝàß.9} (3.48)	
 	 áß = ß.9Üßâã + Üßß.9Üßä.9 (3.49)	
 	 ß = 1ã | − áßÜß}ß.9 (3.50)	
 
Para inicializar el algoritmo anterior, se puede utilizar una estimación inicial producto de 
resolver (3.45). El parámetro ã debe ser seleccionado de tal forma que se logre un buen 
compromiso entre el alisado de la señal y la sensibilidad en la detección del punto de 




La Figura 3-26 despliega la impedancia equivalente en el plano complejo calculada en 
base a dos soluciones contiguas del CPF (solución mediante la ecuación 33.454). La 
primera observación es que esta impedancia equivalente es diferente de la calculada al 
resolver el sistema de  ecuaciones (3.21) – (ver Figura 3-24). Se pude notar que en la 
medida que la carga aumenta, la impedancia equivalente se hace más grande (la 
trayectoria de incremento de carga, al igual que en las demás gráficas presentadas en 
este trabajo, va desde la línea azul hacia la línea roja).  
 
La impedancia equivalente calculada sigue una trayectoria lineal, paralela a la 
impedancia de carga pero en sentido contrario. Es decir, en la medida que la impedancia 
de la carga disminuye como producto del aumento de la carga, la impedancia equivalente 
aumenta. En el PoC, la magnitud de la impedancia de carga es aproximadamente igual a 
la magnitud de la impedancia equivalente (‖‖ −  = ‖‖). De acuerdo a los 
resultados anteriores, es claro que la impedancia equivalente se puede escribir como: 
 	  = å' 		 (3.51)	
 
Lo cual implica que: 
 
	 å = ' 	 (3.52)	
 
En el PoC, la impedancia de carga y la impedancia equivalente se hacen iguales, lo 
anterior indica que en este punto å = 1. En la región estable, la impedancia de carga es 
mayor a la impedancia calculada, lo cual indica å < 1. En la región inestable, la 
impedancia de carga se hace menor a la impedancia equivalente, y por lo tanto å > 1.  
También se puede observar que en la región estable ‖‖ 	> , por tanto, la 
proximidad al punto de colapso se puede medir  como, 
 	 ‖‖ − →0	 (3.53)	
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Figura 3-26: Impedancia de Carga e Impedancia Estimada de Acuerdo a (3.45). 
 
 






Figura 3-28: Índice de Proximidad al PoC (3.53).  
 
 
Una consecuencia directa de (3.51), es que: 
 
	 I = 012 B #
∗6,C = ±n (3.54)	
 
En consecuencia, los índices (2.12) a (2.14), se pueden escribir como,  
 
	 ‖<‖ − 2R‖#‖‖6‖ 			→0 (3.55)	
 	 14 ‖6‖‖<‖? − ‖#‖		→0 (3.56)	
 
	 ‖‖ − ‖<‖2 			→ 0 (3.57)	
 
La Figura 3-29 muestra los índices de proximidad (2.11) y (3.55) a (3.57) calculados 
utilizando la impedancia estimada de acuerdo a (3.45). Observe que el comportamiento 
es el esperado de acuerdo a los análisis realizados en los capítulos anteriores. Se puede 
notar que el índice (3.55) resulta ser semejante al índice (3.56), sin embargo, la ventaja  
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del índice (3.56) es que este exhibe un comportamiento lineal que puede ser visto en la 
Figura 3-29. 
 
Figura 3-29: Índices de Proximidad al Punto de Colapso (PoC) Utilizando la Impedancia 




4. Conclusiones y recomendaciones 
4.1 Conclusiones 
Aunque los sistemas de potencia son planeados para soportar un conjunto de 
contingencias creíbles, su operación real está sujeta a una gran cantidad de fenómenos 
menos probables pero catastróficos.  Más aun, muchos sistemas de potencia se operan 
cerca de sus límites de seguridad y en esta condición es inevitable la ocurrencia de fallas 
que pueden ocasionar un apagón. Para la operación segura de los sistemas de potencia, 
es esencial disponer de herramientas de control y protección que permitan tomar 
acciones remediales antes de que se produzca un evento que ocasiones la desatención 
parcial o total de la demanda y el impacto social y económico que esto implica. 
 
En este trabajo se estudian las ecuaciones nodales del flujo de carga. En base a estas 
ecuaciones se definieron nuevas expresiones que se constituyen una herramienta para 
estudiar el comportamiento del sistema de potencia. En base al análisis de la formulación 
matemática propuesta se presentaron siete proposiciones. También se presentaron los 
conceptos de Voltaje de Soporte, Superficie de Soporte y Región de Soporte de Voltaje. 
Se presentaron diferentes índices de proximidad al PoC (ecuaciones 2.11 a 2.14,  2.68, 
2.116 y 2.117); cada uno de estos índices posee sus propias características. 
Dependiendo de la aplicación, se puede seleccionar el índice más adecuado. 
(Optimización, monitoreo, deslastre de carga, acciones remediales, etc). 
 
Los resultados de este trabajo se validaron mediante la utilización del Flujo de Carga 
Continuado – CPF en un nodo de una red de prueba estándar (sistema IEEE de 14 barra, 
Nodo 14). La ventaja de la utilización del Flujo de Carga Continuado radica en dos 
puntos:  
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 Se pueden evaluar los desarrollos matemáticos (incluyendo los índices 
propuestos) a lo largo de las trayectorias de las variables del sistema en las 
regiones estables e inestables. 
 Se puede calcular de forma precisa el PoC, y comparar este punto con los 
resultados esperados a partir de las formulaciones matemáticas realizadas. 
 
Los resultados matemáticos obtenidos se validaron inicialmente en un sistema simple de 
dos nodos. En este sistema de prueba se identificaron las trayectorias de los valores 
complejos  , ^,	 ? ∗ ^. Así mismo, se mostró que los índices descritos en las 
ecuaciones (2.11) a (2.14), y  (2.68) detectan adecuadamente el PoC para este tipo de 
sistemas.   
 
Para valores dados de voltaje y potencia, la ecuación (1.14) posee múltiples soluciones. 
Una de estas soluciones es la impedancia propia del nodo (diagonal de la matriz de 
admitancia nodal Ybus). El uso de esta impedancia no permite detectar correctamente el 
PoC. Sin embargo, los índices calculados a partir de esta impendancia son una buena 
aproximación para detectar los nodos críticos del sistema.  
 
En base al resultado anterior, se pudo determinar que el problema de detección de PoC 
se puede reducir a encontrar una impedancia equivalente adecuada (no necesariamente 
la impedancia Thevenin Equivalente), la cual resulta aproximadamente igual a la 
impedancia de carga en el PoC. 
 
Se extendió la teoría desarrollada a sistemas multi-máquina mediante el concepto de 
Red de Puertos Simples Acoplados. Se mostró que la metodología puede ser usada para 
detectar la proximidad al PoC con resultados adecuados. La ventaja de utilizar este 
equivalente consiste en que la impedancia calculada mediante este método permanece 
constante (depende únicamente de la topología del sistema), y que se conservan los 
valores de potencia y voltaje del nodo. Bajo estas condiciones, los conceptos de 
Superficie y Región de Soporte de Voltaje se pueden usar para presentar al operador el 
estado de los nodos más críticos del sistema.  La principal desventaja de este método es 
que se requiere actualizar la impedancia equivalente cuando sucede un cambio 
topológico, o cuando un generador alcanza sus límites de potencia reactiva. Una 
metodología de protección y control basada en este índice requeriría un centro de control 
Conclusiones 59
 
que constantemente actualizara los valores de la impedancia equivalente, la cual 
depende de información de todo el sistema. 
 
Se revisó la extensión de la teoría desarrollada a sistemas multi-máquina mediante el 
concepto Emparejamiento de la Impedancia Thevenin Equivalente. Se mostró que la 
metodología puede ser usada para detectar la proximidad al PoC con resultados 
adecuados. Partiendo del concepto de Emparejamiento de la Impedancia Thevenin 
Equivalente se presenta un sistema de ecuaciones que permite calcular una impedancia 
equivalente mediante la utilización de valores de Voltaje, Potencia Activa y Potencia 
Reactiva. Este sistema de ecuaciones, que llamamos Emparejamiento Local de la 
Impedancia Equivalente, no requiere actualización de información por parte de un Centro 
de Control; tampoco requiere información de otros nodos del sistema. El sistema de 
ecuaciones depende únicamente de datos disponibles en el nodo, lo cual lo hace ideal 
para esquemas de protección y control local. Se mostró como esta impedancia 
equivalente permite detectar correctamente la proximidad al PoC. 
4.2 Recomendaciones 
 
La simplicidad del índice (2.11), calculado de acuerdo a la impedancia equivalente 
obtenida mediante la metodología de Red de Puertos Simples lo hace ideal para 
procesos de optimización. Dado que la impedancia obtenida mediante el concepto de 
Red de Puertos Simples no varía,  las derivadas del índice pueden ser fácilmente 
evaluadas, lo que facilita el uso de métodos tradicionales de optimización. En futuros 
trabajos este índice puede ser usado como función objetivo (maximizando su valor) o 
introducido como una restricción adicional. 
 
En el caso de estimación de estado, es sabido que un porcentaje significativo de los 
datos transmitidos desde las subestaciones hasta los centros de control son datos 
erróneos, producto del daño en los sensores y el ruido introducido en las señales a través 
del sistema de medición. Estos datos erróneos son identificados y corregidos mediante 
un esquema centralizado de estimación de estado. La Forma Local de la Ecuación de 
Balance Nodal, utilizando la impedancia propia del nodo, puede ser usada para realizar 
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una estimación de estado local, disminuyendo el error en los datos transferidos a un 
centro de control. 
 
Se deben identificar las relaciones entre la impedancia obtenida mediante el concepto de 
Red de Puertos Simples, la impedancia obtenida mediante el Emparejamiento Thevenin, 
y la impedancia obtenida de acuerdo al Emparejamiento Thevenin Local propuesto en 
este trabajo. A manera de ejemplo, la Figura 4-1 muestra en el plano complejo esta tres 
impedancias para el nodo 14 del sistema IEEE 14 Nodos. 
 
Otro hecho importante, es que la impedancia calculada de acuerdo a (3.43) es un 
múltiplo de la impedancia de carga cuando se asumen cambios en la carga a factor de 
potencia constante. En este trabajo no se encontró una explicación rigurosa a este 
hecho. De acuerdo a los resultados, se asume que se trata de la impedancia mediante la 
cual se atiende la carga con condiciones de alta corriente; sin embargo, este supuesto 
debe ser demostrado en futuros trabajos.   
 
Figura 4-1: Comparación de Impedancias Equivalentes.  
 
 
Es conocido que las dinámicas de los componentes de sistema como cargas y 
generadores pueden afectar los índices creados a partir de modelos estáticos. Un trabajo 
futuro consiste en probar las metodologías propuestas mediante simulaciones dinámicas, 
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donde se evalué su desempeño cuando el sistema es sometido a diferentes 
perturbaciones. 
 
Una de las aplicaciones más atractivas de la detección de la proximidad al PoC es el 
deslastre de carga. Se puede usar el índice (2.13) para medir la proximidad al PoC, 
 
æv = ‖#‖ç − ‖#‖‖#‖ç ∗ 100 
 
Muchos países exigen un determinado margen de seguridad entre el punto de operación 
y el PoC. En base a la ecuación anterior, se puede calcular fácilmente la cantidad de 
carga a deslastrar para retornar el sistema a un punto seguro, 
 è	æv < %#*2 æ*\@¬\«1* = ‖#‖ ∗ 3	%#*2 − #v4 Ìyæ 
 
Otro punto importante que debe ser investigado es que el sistema de ecuaciones 
planteado en (3.43) requiere la medición de voltaje y potencias trifásicas, las cuales se 
asumen provienen de un sistema balanceado. En los sistemas de potencia, las redes 
operan, por lo general, desbalanceadas. Una pregunta obvia en un sistema 
desbalanceado, es la medición que debe usarse para resolver el sistema de ecuaciones 
(3.43). En este sentido, un trabajo futuro sería verificar los resultados de resolver este 
sistema de ecuaciones cuando se utilizan las redes de secuencia positiva, negativa y 





A. Anexo: Sistemas de Prueba 
A.1  Sistema 2 Nodos 
 
Este caso de estudio está constituido por un nodo de generación, una línea de 
transmisión y un nodo de carga.  
 
Los parámetros del modelo, en formato PSAT, son: 
 
%% system MVA base 
baseMVA = 100; 
  
%% bus data 
%   bus_i   type    Pd  Qd  Gs  Bs  area    Vm  Va  baseKV  zone    Vmax    
Vmin 
bus = [ 
    1   3   0   0   0   0   1   1   0   230 1   1.1 0.9; 
    2   1   50  20  0   0   1   1   0   230 1   1.1 0.9; 
]; 
  
%% generator data 
%   bus Pg  Qg  Qmax    Qmin    Vg  mBase   status  Pmax    Pmin 
gen = [ 
    1   50  20  1000    -1000   1.02    100 1   1000    0; 
]; 
  
%% branch data 
%   fbus    tbus    r   x   b   rateA   rateB   rateC   ratio   angle   
status 
branch = [ 
    1   2   0.01008 0.0504  0.1025  250 250 250 0   0   1; 
]; 
A.2  Sistema IEEE de 14 Nodos 
El caso de estudio IEEE 14 barras representa la región del medio oeste del sistema de 
potencia Estadounidense a partir de febrero de 1962. Este sistema puede ser visto en la 
Figura A-1. El sistema está disponible en: 
http://www.ee.washington.edu/research/pstca/pf14/pg_tca14bus.htm 




Figura A-1: Sistema IEEE de 14 Nodos  
 
Los datos de este sistema, en formato estándar CDF,  son: 
08/19/93 UW ARCHIVE           100.0  1962 W IEEE 14 Bus Test Case 
BUS DATA FOLLOWS                            14 ITEMS 
   1 Bus 1     HV  1  1  3 1.060    0.0      0.0      0.0    232.4   -
16.9     0.0  1.060     0.0     0.0   0.0    0.0        0 
   2 Bus 2     HV  1  1  2 1.045  -4.98     21.7     12.7     40.0    
42.4     0.0  1.045    50.0   -40.0   0.0    0.0        0 
   3 Bus 3     HV  1  1  2 1.010 -12.72     94.2     19.0      0.0    
23.4     0.0  1.010    40.0     0.0   0.0    0.0        0 
   4 Bus 4     HV  1  1  0 1.019 -10.33     47.8     -3.9      0.0     
0.0     0.0  0.0       0.0     0.0   0.0    0.0        0 
   5 Bus 5     HV  1  1  0 1.020  -8.78      7.6      1.6      0.0     
0.0     0.0  0.0       0.0     0.0   0.0    0.0        0 
   6 Bus 6     LV  1  1  2 1.070 -14.22     11.2      7.5      0.0    
12.2     0.0  1.070    24.0    -6.0   0.0    0.0        0 
   7 Bus 7     ZV  1  1  0 1.062 -13.37      0.0      0.0      0.0     
0.0     0.0  0.0       0.0     0.0   0.0    0.0        0 
   8 Bus 8     TV  1  1  2 1.090 -13.36      0.0      0.0      0.0    
17.4     0.0  1.090    24.0    -6.0   0.0    0.0        0 
   9 Bus 9     LV  1  1  0 1.056 -14.94     29.5     16.6      0.0     
0.0     0.0  0.0       0.0     0.0   0.0    0.19       0 
  10 Bus 10    LV  1  1  0 1.051 -15.10      9.0      5.8      0.0     
0.0     0.0  0.0       0.0     0.0   0.0    0.0        0 
  11 Bus 11    LV  1  1  0 1.057 -14.79      3.5      1.8      0.0     
0.0     0.0  0.0       0.0     0.0   0.0    0.0        0 
  12 Bus 12    LV  1  1  0 1.055 -15.07      6.1      1.6      0.0     
0.0     0.0  0.0       0.0     0.0   0.0    0.0        0 
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  13 Bus 13    LV  1  1  0 1.050 -15.16     13.5      5.8      0.0     
0.0     0.0  0.0       0.0     0.0   0.0    0.0        0 
  14 Bus 14    LV  1  1  0 1.036 -16.04     14.9      5.0      0.0     
0.0     0.0  0.0       0.0     0.0   0.0    0.0        0 
-999  
BRANCH DATA FOLLOWS                         20 ITEMS 
   1    2  1  1 1 0  0.01938   0.05917     0.0528     0     0     0    0 
0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0   0.0 
   1    5  1  1 1 0  0.05403   0.22304     0.0492     0     0     0    0 
0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0   0.0 
   2    3  1  1 1 0  0.04699   0.19797     0.0438     0     0     0    0 
0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0   0.0 
   2    4  1  1 1 0  0.05811   0.17632     0.0340     0     0     0    0 
0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0   0.0 
   2    5  1  1 1 0  0.05695   0.17388     0.0346     0     0     0    0 
0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0   0.0 
   3    4  1  1 1 0  0.06701   0.17103     0.0128     0     0     0    0 
0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0   0.0 
   4    5  1  1 1 0  0.01335   0.04211     0.0        0     0     0    0 
0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0   0.0 
   4    7  1  1 1 0  0.0       0.20912     0.0        0     0     0    0 
0  0.978     0.0 0.0    0.0     0.0    0.0   0.0 
   4    9  1  1 1 0  0.0       0.55618     0.0        0     0     0    0 
0  0.969     0.0 0.0    0.0     0.0    0.0   0.0 
   5    6  1  1 1 0  0.0       0.25202     0.0        0     0     0    0 
0  0.932     0.0 0.0    0.0     0.0    0.0   0.0 
   6   11  1  1 1 0  0.09498   0.19890     0.0        0     0     0    0 
0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0   0.0 
   6   12  1  1 1 0  0.12291   0.25581     0.0        0     0     0    0 
0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0   0.0 
   6   13  1  1 1 0  0.06615   0.13027     0.0        0     0     0    0 
0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0   0.0 
   7    8  1  1 1 0  0.0       0.17615     0.0        0     0     0    0 
0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0   0.0 
   7    9  1  1 1 0  0.0       0.11001     0.0        0     0     0    0 
0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0   0.0 
   9   10  1  1 1 0  0.03181   0.08450     0.0        0     0     0    0 
0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0   0.0 
   9   14  1  1 1 0  0.12711   0.27038     0.0        0     0     0    0 
0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0   0.0 
  10   11  1  1 1 0  0.08205   0.19207     0.0        0     0     0    0 
0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0   0.0 
  12   13  1  1 1 0  0.22092   0.19988     0.0        0     0     0    0 
0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0   0.0 
  13   14  1  1 1 0  0.17093   0.34802     0.0        0     0     0    0 
0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0   0.0 
-999 
LOSS ZONES FOLLOWS                     1 ITEMS 
  1 IEEE 14 BUS 
-99 
INTERCHANGE DATA FOLLOWS                 1 ITEMS 
 1    2 Bus 2     HV    0.0  999.99  IEEE14  IEEE 14 Bus Test Case 
-9 
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